




































are present, even  in  the case where  the centrifugal compressor would otherwise operate at a 
stable  point.  In  such  a  situation  it  has  been  concluded  that  the  instability  results  from  the 
pulsations.  
 
The method  used  for  the model  of  the  piping  system  is  a  finite  element model  of  the  pipe 










frequency approaches  the natural  frequency of  the piping system.  If  the pulsations are strong 
enough, they can force the centrifugal compressor operating point over the surge limit, and then 
back  into  the  stable  operating  region before  the  compressor  enters  a  surge  cycle. Numerical 
experiments show that the pulsations must push the centrifugal compressor over the surge limit 
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A      Area  
CA      Centrifugal compressor effective area  
CA      Choke area (volume‐choke‐volume) 
TA      Centrifugal compressor throttle effective area 
VA      Reciprocating compressor valve effective flow area 
B      Bulk Modulus 
B      Non‐dimensional Greitzer model constant 
 B      Gradient of the shape function 
GB      Global connectivity matrix 
C      Pressure rise across the centrifugal compressor 
0c      Speed of sound 
 C      Acoustic damping matrix 
 eC      Acoustic elemental damping matrix 
SSC      Steady state centrifugal compressor pressure rise 
D     Volume diameter (volume‐choke‐volume) 
d      Choke diameter (volume‐choke‐volume)  
E      Number of elements 
F      Pressure drop through the centrifugal compressor throttle 
f      Frequency 
G      Non‐dimensional Greitzer model constant 
J      Jacobian matrix 
k      Ratio of specific heats 
 K      Acoustic stiffness matrix 
 eK      Acoustic elemental stiffness matrix 
v 
 
L      Length 
l      Reciprocating compressor rod length 
CL      Centrifugal compressor effective length 
CL      Choke length (volume‐choke‐volume) 
'CL      Effective choke length (volume‐choke‐volume) 
TL      Centrifugal compressor throttle effective length 
m      Mass flow rate 
 M      Acoustic mass matric 
 eM      Acoustic elemental mass matrix 
Cm      Centrifugal compressor mass flow rate  
OUTm      Mass flow rate out of the reciprocating compressor cylinder 
Sm      Mass flow rate through surface S 
Tm      Centrifugal compressor mass flow rate  
N      Pressure shape function 
N    Number  of  centrifugal  compressor  rotor  revolutions  for 
instability to fully develop 
n      Normal vector 
'N      Displacement shape function 
P      Pressure 
0P      Mean pressure component 
ACOUSTICP ,  'P     Acoustic fluctuation pressure component 
CP      Pressure at centrifugal compressor exit 
,C SSP      Steady state pressure at centrifugal compressor exit 
eP      Elemental pressure 
inP      Pressure at centrifugal compressor suction 
PP      Centrifugal compressor plenum pressure 
vi 
 
pipeP      Mean pipe pressure 
RP      Reciprocating compressor cylinder pressure 
TOTP     Total pressure 
VP      Pressure at centrifugal compressor plenum 
P      Pressure rise in the centrifugal compressor plenum 
R      Centrifugal compressor mean rotor radius 
r      Reciprocating compressor crank radius 
 eR      Element interface vector 
 FR      Finite element model forcing term 
S      Integration surface 
S      Reciprocating compressor cylinder area 
SM      Surge margin 
U      Particle displacement  
U      Centrifugal compressor mean rotor velocity  
eU      Elemental displacement 
V      Volume 
v     Velocity 
'v      Acoustic fluctuation velocity component 
Cv      Gas velocity through the centrifugal compressor 
INv      Gas velocity into the reciprocating compressor cylinder 
OUTv      Gas velocity out of the reciprocating compressor cylinder 
PV      Centrifugal compressor plenum volume 
Rv      Reciprocating compressor piston velocity 
Tv      Gas velocity through the centrifugal compressor throttle 




x      Tetrahedral element x global coordinate 
Y      Gas compressibility factor 
y      Tetrahedral element y global coordinate 
z      Tetrahedral element z global coordinate 
      Scalar coefficient for damping 
1 2 3 4, , ,         Tetrahedral element shape function coefficient 
      Scalar coefficient for damping 
1 2 3 4, , ,         Tetrahedral element shape function coefficient 
1 2 3 4, , ,         Tetrahedral element shape function coefficient 
1 2 3 4, , ,         Tetrahedral element shape function coefficient 
      Tetrahedral element z local coordinate 
      Damping coefficient 
      Tetrahedral element y local coordinate  
      Angle 
      Tetrahedral element x local coordinate 
0  , '      Mean density component 
ACOUSTIC      Acoustic fluctuation density component 
P      Centrifugal compressor plenum density 
TOT      Total density 
      Time constant 
      Orthogonality vector 
      Rotational velocity 


















































































































often  used  in  combination,  particularly  at  compressor  stations  used  for  the  long  distance 






pulsations  in  the  gas  piping  system.  The  pulsations  originate  at  a  frequency  equal  to  the 
reciprocating  compressor’s operating  speed and  its harmonics, and  interact with  the  acoustic 
properties of the piping system. In the worst case, the pressure pulsations occur at a frequency 
corresponding  to  a  natural  frequency  of  the  pipe  system,  which  significantly  amplifies  the 
pulsations.  If  the amplified pressure pulsations  then  travel downstream,  they can affect other 
machinery in the piping system, such as a centrifugal compressor. When a centrifugal compressor 
is  exposed  to  high  amplitude  pressure  fluctuations,  the  operating  point  of  the  centrifugal 
compressor can be significantly impacted, and can cause the centrifugal compressor to operate at 
in an unstable region, particularly the high discharge pressure, low flow condition known as surge. 
In this condition,  flow reversal and high vibration can occur, and  if the condition persists  for a 
sustained period of time, damage to the machine is likely. 
 
As a  result of  the desire  to operate  compressors  in a mixed  system,  it becomes necessary  to 
mitigate the risks associated with the negative aspects of the system interaction (pulsations and 
surge). This is most commonly done by attenuating the pulsations (using well‐developed industry 
practices  such  as  pulsation  dampeners),  or  by  avoiding  the  unstable  region  of  a  centrifugal 




















gas  to  flow out of  the cylinder  into  the discharge header until  the piston reaches  the point of 
lowest volume (top dead center). Here cylinder pressure begins to decrease, the discharge valve 
shuts, and the process repeats. This cyclic motion and periodic discharge of high pressure gas into 
















operating point,  the compressor  is  self‐regulating: as  flow  rate  is  reduced, discharge pressure 

















transient  forces on  the compressor  impellors, which can damage bearings and cause  rubbing, 
leading to reduced lifespan or catastrophic failure. 
 
Evidence  from  the  field,  as well  as  research  studies,  have  shown  that  pressure  pulsations  in 
compressor systems exist, and that they can cause high vibrations in attached piping. Pulsations 
are  serious  enough  that  various methods of  attenuating  them have been devised, with  great 
affect,  over  the  years.  Furthermore,  anecdotal  field  evidence  suggests  that  centrifugal 
compressors have  a  tendency  to  go  into  surge  in  the presence of high pulsations when  they 











The  basics  of  acoustic  phenomenon  are  well  described  in  various  textbooks.  The  preferred 
references here are Kinsler, et al (Kinsler, 2000), and Blackstock (Blackstock, 2000). Fluids obey 
conservation of mass, conservation of momentum, conservation of energy, and the equations of 
state,  and  in  fluid  acoustics,  it  is  assumed  that  the  fluid  is  adiabatic  and  the  flow  is  inviscid. 
Combining the governing equations results in the linear wave equation. The solution to the wave 
equation depends on  the  initial  conditions, and  the  solution  is a description of  the motion of 
particles  resulting  from  a  perturbation.  In  piping  systems,  if  the  length  of  a  piping  span  is 
significantly  greater  than  its  diameter,  it  can  be  assumed  that  only  a  plane wave  (flat  front, 
travelling along the  length of the pipe) propagates.  In the case of plane wave propagation, the 
wave  equation  becomes  one‐dimensional  and  simple  boundary  conditions  can  be  applied  to 
determine the natural acoustic frequencies of the pipe. At the open end of a pipe, pressure is zero 
(pressure release), and at the closed end, velocity is zero. These boundary conditions will result in 









on  several  factors,  including operating  conditions,  compressor geometry, and  thermodynamic 













Damewood, 1983) describe  several  types of pulsation  filters, with  the most  common being  a 
volume‐choke‐volume. The volume‐choke‐volume acts as a  low‐pass filter, removing frequency 
components above its cut‐off frequency. The filter is therefore sized such that its cut‐off frequency 




An  electro‐acoustical  analog  for  modeling  piping  system  acoustics  was  developed  by  the 
Southwest Research  Institute  in conjunction with  the Southern Gas Association as early as  the 
1950s. As  described  by Damewood  and Nimitz  (G. Damewood, Nimitz, W,  1958),  the  analog 
approach  is enabled by analogous descriptions of pressure, volume displacement, and volume 
velocity in a fluid system to voltage, charge, and current in an electrical circuit, respectively. As a 
result,  electrical  resistance,  inductance,  and  capacitance  correspond  to  acoustical  resistance, 
inertance,  and  capacitance.  Therefore,  piping  systems  and  their  various  components  can  be 
accurately simulated by a series of electrical circuits. 
 








equation  in  two  and  three  dimensions  using  finite  elements.  Kagawa,  Yamabuchi,  and Mori 
(Kagawa, 1977), simulate acoustic transmission through various sound tubes using axisymmetric 

















finite  element  computer  code.  Similarly,  Hollauer  (Hollauer,  2007)  details  the  procedure  for 


















pipelines,  including  one  dimensional  modeling,  frequency  domain  acoustic  modelling,  and 

































compressor  impellor  that  result  from  the piping  system pressure  fluctuations. Toyama, et. al. 
(Toyama, 1977) completed an experimental study of surge on a high compression ratio centrifugal 
compressor, measuring inlet pressure and flow, and diffuser pressures to better understand the 









centrifugal  compressor  dynamic  model  based  on  the  method  developed  by  Greitzer.  The 

































    0v
t
   
    (Conservation of mass) 
  0 vP t
   
   (Conservation of momentum, Euler’s equation) 
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These  boundary  conditions will  result  in  acoustic  natural  frequencies  that  can  be  calculated 
















, i = 1,2,3…  sin i x
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, i = 1,2,3…  cos i x
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fluctuations  in  the  local  fluid  pressure  and  velocity  in  a  piping  system.  Pipelines  are  typically 
designed with pulsation suppression in mind. A common way of controlling them is by attenuation 
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c t t
              
The nodal pressures P and displacements U are related to the shape functions (N for pressure and 
N’ for displacement) and elemental pressures Pe and displacements Ue by: 
     T eP N P   
     ' T eU N U   
Therefore, the derivatives of pressure and displacement with respect to time are: 
 
   



















     T eP N P    
The finite element arrangement of the wave equation therefore becomes: 
 
              
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     TB N    
Dividing by the infinitesimal change in nodal pressure results in: 
 
          
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  [ ] [ ]e e eC M K    
Here α and β are scalar coefficients, which can be calculated by orthonormalizing the proportional 
damping equation as shown: 
  ~ ~0,[ ] [ ]
,
T T T




M K i j
   
           
 
  ~ [ ] ,Tj j jM M    
  ~ ~2[K]Tj j j j jK M      
Therefore, 
~ ~ ~




    
The coefficients α and β can be solved for with two assumed damping coefficients ζ1 and ζ2, and 
two  known ω  values.  In  the model,  the  natural  frequencies  used  are  the  two  lowest  natural 
frequencies calculated by the solving the Eigenvalue problem, and the damping coefficients are 
assumed. Adding the damping term into the equation of motion results in: 






    0M P K P   
System pressure is expressed as p(t) = Pe‐iωt, where P is the complex amplitude, which results in: 
    2 0K M P   




the  appropriate  condition  (Desmet,  2002).  The  condition  where  the  pressure  is  assigned  a 
predetermined value, such as zero at the open end of a pipe, is given by the Dirichlet condition: 













      0 e e SR U mt      
This  term will  act  as  the  interface  between  the  reciprocating  compressor model,  centrifugal 
compressor model, and pipe acoustic finite element model.  
2.3.2 One‐Dimensional Acoustic Finite Elements 
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             
    
The expressions for elemental acoustic mass and stiffness matrices are:  
    21 Te
Vol
M N N dV
c
     
       Te
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               
 
See  appendix  A  for  specifics  on  the  one  dimensional  finite  element  global  matrix  assembly 
procedure.  
2.3.3 Three‐Dimensional Acoustic Finite Elements 
The  three  dimensional model  uses  a  linear  tetrahedral  element  (figure  4).  The  same  general 
integral expressions for the acoustic mass and stiffness matrices are used. The element stiffness 
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    2 1 3 1 4 12 1 3 1 4 1
2 1 3 1 4 1
x x x x x x
J y y y y y y
z z z z z z
            
   
When the simplified mass matrix integrand is carried out, the mass matrix results in: 
    2
2 1 1 1
120 120 120 120
1 2 1 1
120 120 120 120
1 1 2 1
120 120 120 120
1 1 1 2





            
   
Once  again,  the element mass matrix  can be  calculated as  long  as  the nodal  coordinates  are 







    0d V d dx dm x S S xS
dt dt dt dt
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t xk
     
With  the  discharge  valve  open  the  system  is  open,  allowing  mass  flow  through  the  valve. 
Conservation of mass becomes: 
    OUT OUT Vd dx dm x S S xS m v Adt dt dt




   R R R OUT VP P Sv v At xSk
       
Similarly, conservation of mass when the suction valve is open is: 
    IN IN Vd dx dm x S S xS m v Adt dt dt
           
The sign of the mass flow rate term is now positive due to flow being in the opposite direction. 
The differential equation for pressure becomes: 
   R R R IN VP P Sv v At xSk
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     
The crank angle ϴ2 is equal to the product of angular velocity and time. Rearranging to eliminate 
ϴ3 results in the piston position equation: 
     1( ) cos sin sin cosrx t l t r t
l














The operation of a centrifugal compressor  is dictated by  its compressor map, which  is a plot of 
compressor flow versus pressure rise (figure 6a). The operating curve shows what the compressor 
rise across the compressor will be for a given flow and speed. The curve typically has a negatively 






rate  to  resultantly  increase,  hence  restoring  the  compressor’s  operating  point.  When  the 
operating  point  crosses  the  surge  limit  however,  the  compressor will  become  unstable,  and 






Greitzer  (E. M.  Greitzer,  1976a)  developed  a model  for  the  dynamic  operation  of  a  general 
centrifugal compressor, which consists of a compressor, pipe, plenum, and throttle using figure 7. 
Applying  the  inviscid, one dimensional momentum equation with  constant velocity across  the 
compressor duct results in the relation for the change in mass flow rate through the compressor 
duct: 
    1Cdv dp
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system model. Next,  the reciprocating compressor model  is coupled  to  the piping system as a 




system model  is  fully developed, numerical experimentation  is be carried out with a variety of 















































sound recorder holds the data  in a two column array, where each column  is either  left or right 

























the ODE45  function  in MATLAB. To do  so, parameters  from Grietzer’s papers  (E. M. Greitzer, 
1976a) were used,  including  the compressor operating curve, which can be  recreated using a 
series of points and linear interpolation between the points. The system will converge to a steady 
state point when the differentials all equal zero, requiring:  
  ,C V C SSP P P   


















chosen and AT  is calculated by setting F equal to the desired pressure rise.   Hence,  if the  initial 
conditions meet all the steady state conditions, the system will remain at its  initial state during 
the  simulation.  If AT  is varied  slightly  from  the  initial  state  to create a  small perturbation,  the 





according  to a point on  the compressor map, and AT was chosen as  the such  that  the F curve 













      TF F n n dmR N u dS u S dt         
The mass flow rate through the valve is:  


























dm A P Fdt L














































dm A P P Fdt L
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between  the  reciprocating compressor and  the piping system. Again,  the  load  force boundary 
condition must be enforced at the centrifugal compressor end and  is equal to the time rate of 
change  of  the  mass  flow  rate.  Now,  however,  the  mass  flow  rate  through  the  centrifugal 
compressor is one of the variables in Grietzer’s equations, and its derivative is given by Grietzer’s 
equation: 
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 
   
The number of equations  required  for developing  the  transient  solution  to  the  finite element 
problem is thus twice the number of degrees of freedom. Adding the reciprocating and centrifugal 
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the  system of equations by P1,j,  and  its  time derivative  is  represented by P2,j.  The pipe mean 
pressure is constant, so its time derivate is zero. 
3.5 Numerical Experimentation Method 







and  remove  the  need  to  change  other  system  parameters.  The  interface  between  the 
reciprocating compressor and piping acoustics occurs and the reciprocating compressor discharge 
valve, and the forcing term in the finite element model  is the time rate of change of mass flow 








must  be  dependent  on  the  net mass  flow  (into  the  pipe  from  the  reciprocating  compressor 
discharge, and out of the pipe to the centrifugal compressor suction), which requires adding a 




the reciprocating compressor needs  to be resized  to match  flow  rates, which has an effect on 
pressure  pulsation  magnitude  and  makes  analyzing  the  acoustic  response  much  more 
complicated.  Therefore,  to  simplify  the  computation  and  focus  on  the  effect  of  acoustic 
fluctuations  in  pipe  pressure  on  compressor  operating  point,  the  mean  pipe  pressure  is 
maintained constant and a small pressure perturbation is applied as the forcing term.  
   
Therefore, because  these experiments are most concerned with  the  fluctuating portion of  the 
input, the reciprocating compressor is approximated by a sinusoidal input, which will excite the 
piping  system  acoustics  sufficiently  enough  to  cause  oscillation  in  the  centrifugal  compressor 
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operating  point.  As  a  result,  for  the  parameter  study,  the  reciprocating  compressor  is 
approximated by a sinusoidal input: 
  0 cos(2 )FR R ft   













Finally,  another  series  of  numerical  experiments were  carried  out with  the  initial  centrifugal 
compressor operating at a 0.5%  surge margin. The  simulation was  run over a variety of  input 
fluctuation amplitudes with frequency held constant, and again over a variety of input fluctuation 
frequencies  with  amplitude  held  constant.  Each  simulation was  analyzed  for  surge,  and  the 
average surge margin over the duration of the study was calculated. It is expected that pulsations 
of  sufficient  strength  will  drive  the  centrifugal  compressor  into  surge,  and  this  series  of 
experiments will aide in predicting such a phenomenon.    
 
Parameter  Value  Parameter  Value 






R Rotor Mean Radius  .26 m  VP Plenum Volume  15.0 m3 












the analysis,  the one‐dimensional model has  twenty‐four elements and  the  three‐dimensional 
model  has  5,971  elements.  If  the  pipe  is  open  on  both  ends,  it  obeys  the  pressure  release 
boundary condition, and the natural frequency is calculated algebraically by fn = ic/2L, where i is 
the mode number  (1, 2, 3…), c  is  the speed of sound  in air, and L  is  the  length of  the pipe. A 

























somewhat excessive  in  this case, since  the one‐dimensional model  is  faster and appears  to be 
more accurate with significantly fewer elements. 
4.2 Comparison of Model and Analytical Results for a Volume‐Choke‐Volume 
The  small  volume‐choke‐volume  used  in  the  proof  of  concept  piping  system  is  a  symmetric 
volume‐choke‐volume with a volume diameter of 7.942 inches, a choke diameter of 2.047 inches, 
and equal volume and choke lengths of 6 inches. The Helmholtz frequency of the volume‐choke‐
volume  is  calculated  using  one  of  the  two  equations mentioned  previously,  and  by  the  one‐
dimensional and three‐dimensional models. The one‐dimensional model uses 20 elements and 
requires  less  than  a  second  of  computation  time,  while  the  three‐dimensional  model  2296 
elements  and  requires  just  under  one minute  of  computation  time.  Table  5  summarizes  the 
volume‐choke‐volume  Helmholtz  frequencies  as  calculated  by  the  two models,  and  the  two 
equations presented previously. The equations calculate  frequencies  that are somewhat  lower 
than  those calculated by  the  finite element models,  likely due  to approximations made by  the 
equations.  The measured  acoustic  response  of  the  complete  piping  system with  the  volume‐
choke‐volume  show  that  the  system  responds with  frequencies  somewhere between  the  two 
calculations.  
4.3 Piping System Modal Analysis 


























With VCV  Without VCV With VCV Without VCV
Number of 
Elements  152  151  69515  7554 
Number of 
Nodes  305  303  14799  2017 










983 Hz  1949 Hz  983 Hz  1949 Hz 
Table 6. Proof of concept model parameters. 
  Without VCV With VCV 
1D  3D 1D 3D 
1  37.3  38.7 32.6 31.7 
2  78.9  80.8 70.8 66.8 
3  123.5  125.5 114.7 106.8








for a symmetric volume‐choke‐volume  is used, and 94 Hz  if  the general equation  is used. The 
difference is due to the use of the effective choke length in the general equation. Figure 18 shows 


















error). The error here  is due  to  the  three dimensional code’s ability  to better model complex 
geometries. This  is especially true  in the model with the volume‐choke‐volume. Comparing the 
models to the experimental data also reveals a high level of accuracy in the model, at least in the 
case without  the volume‐choke‐volume. Figure 19  shows  the comparison of  the experimental 































unstable,  causing  a  continuous  increase  in  pipe  pressure,  instead  of  a  reflected  wave  as  is 
expected.  
 
The  transient solution  to  the combined model can be determined numerically, using a Runge‐




























































To  conduct  the  parameter  study,  the  system  simulation  was  modified  by  replacing  the 
reciprocating compressor with a sinusoidal fluctuation as input, as discussed in the methodology 
section. This  is done  for  two  reasons. All numerical experiments are carried out with constant 





pressure  fluctuations  and  compressor  pressure  and  flow  fluctuations were  recorded  for  the 
various  cases.  Figure  23  is  a  waterfall  plot  of  the  pressure  fluctuations  at  the  centrifugal 
compressor  suction.  As  expected,  the  pressure  fluctuations  peak  at  input  frequencies 
















































































It  is hypothesized  that a  centrifugal  compressor  can be driven  into  surge by pulsations  in  the 




























































fluctuations.  The  pressure  rise  values  are  non‐dimensionalized  by  dividing  by  ½ρU2  and  the 
compressor flow rate by dividing by ρUAC, as is done in the Greitzer model.  Figure 30 shows similar 




both  the pressure oscillation magnitude and mass  flow  rate oscillation approximately  tripling.  
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which allowed  for equations  for  the mass and stiffness matrices  to be derived. The elemental 
matrices  for one dimensional quadratic elements and  three dimensional  tetrahedral elements 
were determined  for use  in the model, which can be assembled  into system matrices. Then, a 
MATLAB code was written to calculate the acoustic natural frequencies and pressure modes by 




model, and with  little error. More  complex piping  systems, especially when elements  such as 
volume‐choke‐volumes are present, are better handled by the three‐dimensional model. Complex 
geometries add error to the one‐dimensional solution. Therefore, the three‐dimensional model 
makes  up  for  its  slower  computation  time  (due  to  having  significantly more  elements) with 
accuracy.  The model was  then  coupled with  a  centrifugal  compressor model,  based  on  that 
developed by E.M. Greitzer, and a reciprocating compressor model  for  transient analyses. The 
acoustic model combined with the centrifugal compressor shows how the piping system interacts 






























interaction  between  the  centrifugal  compressor  and  piping  system,  and  the  fluctuations  in 
compressor  flow  that cause  transients  in  the steady  state value of  the centrifugal compressor 
pressure rise.  
 
Additional work on  this  topic may  include  resolving  the problems preventing  the  reciprocating 
compressor  and  centrifugal  compressor  from  being  directly  coupled  to  the  acoustic  model 
simultaneously. This could include terms to account for the transient pipe mean pressure. To more 
accurately model all the complexities of pipe pressure fluctuations and flow, it might be necessary 
to develop a more sophisticated piping system model  that  includes mean pipe  flow. The most 
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     TeK V B B  
Where [B] is found from: 
      1 2 3 41 2 3 4
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Then the element stiffness matrix is calculated from: 
       TeK V B B  
The mass matrix  in  the  three‐dimensional model  is  determined  by  transforming  the 
elemental coordinates into a local coordinate system (Hollauer, 2007): 
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Performing the integral results in: 
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the one‐dimensional model  (x only), and N rows, where N  is  the number of nodes. The global 
connectivity matrix specifies the global node numbers that correspond to each local node number 
of the element. For the three‐dimensional model, it has 4 columns (one for each node in every 












at each  location  in  the  local matrix and determines  the node numbers  corresponding  to  that 
location (B(e,r) and B(e,s), where e is the number of the element in question, and r and s are the 





of the  local matrix before moving on to the next element. Figure 33  illustrates the process  for 
building the L and J arrays, and figure 34 shows the process for assembling the global mass and 
stiffness matrices. The result is the populated global mass and stiffness matrices. 
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Initialize: 
E = number of elements 
N = number of nodes
n = 1 
L_index = 1 
IF node n is a degree of freedom 
L(n) = L_index 
L_index = L_index + 1 
n = n + 1 
ELSE 
L(n) = 0 
n = n + 1 
L array FOR loop 
over number of 
n = 1 
J_index = 1 
IF L(n) is not equal to 0 
J(J_index) = n 
J_index = J_index + 1 
n = n + 1 
ELSE 
n = n + 1 
J array FOR loop over 
number of nodes 
To global mass and stiffness matrix 
assembly FOR loop 
Figure 33. Procedure for building L and J arrays. 
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Figure 34. Procedure for assembling the global mass and stiffness matrices. 
L and J arrays, E, N 
e = 1 
L_index = 1 
Build element mass matrix and 
element stiffness matrix 
FOR loop over 
number of elements 
FOR loop over 
number of rows in 
element matrix  r = 1 
FOR loop over 
number of columns 
in element matrix  s = 1 
lBer = L(B(e,r)) 
lBes = L(B(e,s)) 
IF lBer AND lBes are not equal to 0 
K(lBer,lBes) = K(lBer,lBes) + Ke(r,s) 
M(lBer,lBes) = M(lBer,lBes) + 
Me(r,s) 
